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Il n’est pas rare que des enquétes (!) trés cofiteuses de par la nature du
recueil de données (volume du questionnaire et de 1’échantillon, conditions
matérielles du questionnement, apurement) soient exploitées de fagon
incompléte : I'information patiemment recueillie est alors inutilisée pour
sa plus grande part. Nous proposons dans cet article une procédure permet-
tant d’orienter certaines phases du dépouillement d’une enquéte qui géné-
ralise la démarche suivie lors de 1'étude classique par tabulations. L’outil
utilisé au cours de cette procédure, I’analyse des correspondances multiples,
généralisation naturelle de I’analyse des correspondances [3] (%), a déja

(1) Cet article concerne exclusivement les enquétes par questionnaires fermés réalisées
sur des échantillons importants.

(2) Les chiffres entre crochets renvoient 4 la bibliographie en fin d’article.
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été présenté dans un rapport C.R.E.D.0.C.-C.O.R.D.E.S. paru en 1973 [12)
et antérieurement dans une note plus théorique du laboratoire de statis.
tique mathématique de 1’Université de Paris VI [2]. Cette généralisation
s’apruie notamment sur certains travaux déja anciens du statisticien britan-
nique Cyril Burt [4]. Cette méthode semble avoir été entrevue par d’autres
statisticiens, essenticllement des praticiens, comme le laisse entendre M.Q,
Hill [9].

Dans une premiére partie, nous rappellerons briévement en quoi consiste
la phase de dépouillement d’une enquéte, en tentant d’insister sur les inconvé-
nients et les lacunes de certaines procédures usuelles.

Dans une seconde partie, nous donnerons un exposé technique de 1’ana-
lyse des correspondances multiples.

Dans la troisiéme partie, nous montrerons comment cette méthode
permzt de guider le choix des tabulations les plus pertinentes, et de pro-
céder 4 une critique des plans d’exploitations qui auraient été faits
a priori, en éliminant les tabulations redondantes et en exhibant éventuel-
lement des croisements significatifs qui n’auraient pas été prévus. Nous
nous appuierons en partie sur un exemple illustratif emprunté a I’enquéte
C.N.AF-CR.E.D.O.C. de 1971 [18].

Enfin, la quatriéme partie examine les problémes posés par la mise en
ceuvre pratique de ces méthodes ; les aspects techniques et les modalités
pratiques de calculs feront I’objet d’une prochaine publication.

1. LE DEPOUILLEMENT D’ENQUETE

On peut, en premiére approximation, classer les variables décrivant une
unité statistique lors d’une enquéte en deux groupes principaux :

— Le premier groupe comporte les variables que nous qualifierons en
bref de variables socio-administratives et qui se scindent en deux sous-
groupes :

a) les variables de base, qui servent a construire le plan de sondage, et
qui sont connues avant méme l'interview (ce peut étre selon les cas : le
nombre d’enfants, certains aspects de la localisation géographique, le
nombre de piéces du logement, etc.). Ces variables préexistent sur le fichier
qui a servi a construire I’échantillon ;

b) les variables que nous appellerons de structure, qui sont de méme
nature que les précédentes, mais qui ne font pas 1’objet de contrdle a priori :
ce sont par exemple I’dge du chef de famille, la composition de la famille,
la catégorie socio-professionnelle de chacun des membres actifs de la
famille; il s’agit principalement de variables démographiques, économiques,
ou décrivant de fagon trés générale (dans un contexte administratif), 1'in-
serticn sociale de la famille. Il s’agit en somme de variables permettant au
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législateur, au politique, 4 I’administratif, d’identifier la famille & partir
des catégories qui leur sont propres.

— Le second groupe est constitué par les variables relatives au contenu
méme de I"enquéte, qui peuvent concerner un ou plusieurs thémes ; on peut
les diviser en trois sous-groupes, que distinguent le niveau et la qualité de

la mesure :

a) les variables constituées par des réponses & des questions factuelles
(possession d’un chauffe-eau, lieu ol sont pris les repas), que nous distin-
guerons des groupes précédents parce que, par exemple, les possesseurs
de chauffe-eau ne constituent pas un groupe sociologique ni une entité
administrative d’usage courant :

b) les variables décrivant un comportement de la personne enquétée ou
de ses proches, qui sont encore factuelles, mais qui peuvent faire I’objet de
dissimulation, étre entichées d’inexactitudes, &tre difficiles & coder (par
exemple : « regardez-vous la télévision ? ») ;

c) enfin, les variables d’attitudes ou d’opinion, qui jouent un réle fonda-
mental dans la compréhension et la prévision des phénoménes socio-éco-
nomiques ; ces variables ne fournissent cependant qu’une information
fragile et vulnérable, surtout si on les étudie isolément, en s’abstenant de
faire converger plusieurs questions (formulées différemment) sur un méme
théme.

Le dépouillement de 1’enquéte consistera le plus souvent i utiliser les
variables du premier groupe pour définir des grilles de tabulations, afin de
comprendre et d’expliquer le « comportement » des variables du second
groupe.

On pourra tout d’abord procéder 4 un examen minutieux des variables
de niveau et a des « tris a4 plat » (par exemple, calcul d’une moyenne de
consommation d’un certain produit par catégorie socio-professionnelle),
puis a des « tris croisés » (en effectuant par exemple le tri A plat précédent
pour chaque catégorie de commune, ce qui revient a croiser les critéres
« catégorie socio-professionnelle » et « catégorie de commune »). Les
variables socio-administratives jouent en quelque sorte le réle de prédicteurs,
et fournissent des présomptions d’explication.

S1 I’'enquéte n’est pas la premiére du genre, [’expérience antérieure des
statisticiens peut faire espérer que le plan d’exploitation réalisé a priori
recouvrera ’essentiel des problémes auxquels 1’enquéte tente d’apporter
des réponses. Si elle concerne un champ original, il est probable que les
tabulations prévues seront en partie redondantes et cependant qu’elles
s’avéreront insuffisantes. Le nombre de tabulations jugé nécessaire a priori
peut &tre considérable (souvent plusieurs milliers de tableaux croisés, si
les variables socio-administratives sont nombreuses). De plus, la consul-
lation séquentielle des tableaux croisés ne tient pas compte des relations
existant entre les éléments mémes de la grille de tabulation. Ainsi, étudier
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le temps consacré A certains loisirs en fonction de la catégorie socio-profes-
sionnzlle, puis en fonction du niveau d’instruction, enfin en fonction de
classes de revenus est une démarche qui ne tient pas compte des interrela-
tions existant entre ces trois types de critéres.

11 ssmble donc nécessaire, afin d’étre le plus exhaustif possible, d’utiliser
de facon globale les variables socio-administratives, tout en tenant compte
de lear réseau d’interrelations, de fagon A éviter un certain piétinement
dans la lecture des résultats. L’analyse des correspondances multiples va
nous permettre de progresser dans cette voie.

2. L’ANALYSE DES CORRESPONDANCES MULTIPLES

2.1. Généralités

Une partie généralement importante des fichiers d’enquéte se compose
de réponses & des questions mises sous forme disjonctive compleéte, c’est-a-
dire de questions dont les diverses modalités de réponses s’excluent mutuel-
lement, et telles qu’une modalité est obligatoirement choisie.

L’ensemble des r modalités de réponses & une telle question permet de
partitionner 1’échantillon en r classes, au plus.

Exemple 1 : intitulé de la question : dge du pére.

Huit modalités : 1° moins de 25 ans,
2° de 25 4 29 ans,
3° de 30 a 34 ans,
4° de 35 a 39 ans,
5° de 40 a 44 ans,
6° de 45 a 49 ans,
7° 50 ans et plus,
8° sans objet ou non-réponse.

Exemple 2 : intitulé de la question : avez-vous un (ou plusieurs) lave.
vaisselle 7 »

Deux modalités : 1° oui,
2° non.

La donnée des deux questions mises sous forme disjonctive compléte
nous permet d’observer deux partitions de l’ensemble des individus
enquétés. L’analysedu tableau de correspondance croisant ces deux partitions
peut étre généralisée au cas de Q partitions (Q étant un entier supérieur
4 2). La généralisation proposée (qui n’est évidemment pas la seule possible)
est assez naturelle et conduit A des régles d’interprétation simples,
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a) Notations

Le cardinal d’un ensemble A (nombre d’éléments de A) sera noté card A.

L’ensemble des questions sera désigné par Q. Une question g consiste
en un ensemble J, de card J, modalités. J = () {/;|2€Q} désigne la
réunion de tous ces ensembles de modalités,

On désignera par I = [[{J,| g e O} 'ensemble produit des J,, ¢’est-a-dire
I’ensemble dont les éléments sont constitués des suites de ¢ modalités,
chacune de celles-ci étant prise dans une question différente. Les éléments
de 1 sont donc les réponses possibles des sujets enquétés.

L’ensemble des individus enquétés sera désigné par S.

Contrairement aux approches classiques des tables de contingence mul-
tiple, ou ’on s’intéresse principalement aux fréquences k (¢) des individus
ayant donné la réponse i (i €1), I’étude qui va suivre reste intéressante si
card S est trés inférieure & card 7, ce qui est souvent le cas dans les appli-
cations. Si 'on pose & mille individus douze questions ayant chacune
dix modalités : card S = 10°, card T = 10'2,

Ainsi dans le tableau k (7), il n’y a qu’une proportion infime d’éléments
différents de O.

On désignera par Z le tableau (card §x card J) donnant, pour I'individu
s €S une description booléenne de ses réponses aux card Q@ questions.

On désignera par R (5, ¢) la modalité de la question g choisie par le
sujet 5, (R (s, 9) €J)).

Le tableau des éléments R (s, q) constitue un codage condensé du
tableau Z. (Le tableau de terme général R (s, ¢) n’a que card Q colonnes.)

Les programmes de calcul n’utilisent en fait que ce type de tableaux
comme entrée. A lintérieur de chaque question J, les modalités sont
indicées de 1 a card J,. R (s, ) n’est autre que la valeur de cet indice, pour
I'individu s et la question g.

b) Tableau de BURT associé a¢ Z

Partitionnons les colonnes de la matrice Z de fagon & faire apparaitre
dans un méme sous-tableau Z, les colonnes relatives aux modalités de la
question 4.

Dans ces conditions : Z = (Z,, Z,, ..., Z 4 ,)-

Si ZT désigne la transposée de Z, le tableau

B=Z"Z
est appelé « tableau de contingence de Burt » associé au tableau des
réponses Z.
Le tableau B est formé de (card Q)2 blocs.
Le g-iéme bloc diagonal ZT Z, est une matrice diagonale d’ordre (card J,)>

(puisque deux modalités d’'une méme question ne peuvent étre choisies
simultanément).
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Le bloc indicé par (g, g'), d’ordre (card J, x card J,,), n’est autre que le
tableau de contingence croisant les réponses aux deux questions g et ¢’

Nous désignerons par D, d’ordre (card JX card J), la matrice diagonale
ayant les mémes éléments diagonaux que B (ces €léments diagonaux ne
sont autres que les effectifs correspondant 4 chacune des modalités).

Le matrice D peut étre également considérée comme formée de (card Q)*
blocs (seuls les card Q blocs diagonaux sont des matrices non nulles, avec,
pour le g-idme bloc diagonal : D, = ZTZ, matrice diagonale dont les
termes diagonaux sont les effectifs correspondant aux diverses modalités
de la question ¢).

2.2. Cas de denx modalités: (card Q = 2) (correspondance binaire)

Le tableau des réponses Z s’écrit alors : Z = (Z,, Z,).

1l est alors équivalent, du point de vue de la description des associations
entrz modalités :

1¢ d’effectuer l'analyse des correspondances du tableau Z d’ordre
(card S, card J) ;

2° d’effectuer l’analyse des correspondances du tableau B d’ordre
(card Jxcard J) ;

3* d’effectuer I’analyse des correspondances du tableau ZT Z, d’ordre
(card J, X card J).

Montrons que les analyses (1) et (2) fournissent les mémes facteurs (a
une normalisation pres) :

Les facteurs issus de (1) vérifient 1’équation :

1

card Q

(1) D™'ZTZo =Mp.

D’autre part, les marges du tableau B sont les éléments diagonaux de la
mairice card Q. D.

La relation de transition (*) relative a I’analyse de B s’écrit, puisque
B = ZT Z est symétrique (et définie non négative), pour un facteur y relatif
4 la valeur propre p :

1
(2)

=1T e
card QD * Zlh_\/;“p'

Airsi, y =@ et p = 7 o

(1) Nous désignerons ici par relation de transition la relation liant les facteurs homo-
logues relatifs aux deux cbtés du tableau analysé.
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Montrons maintenant que pour tout couple de facteurs (@,, @,) associé
3 la méme valeur propre B lors de I'analyse du tableau de contingence 2T Z,

correspond un facteur ¢ = [‘P‘] de I’analyse de B (ou de Z).

P2
Les deux marges du tableau rectangulaire ZTZ, sont les éléments dia-
gonaux de D, et D,

Les deux relations de transition s’écrivent :

3) Di'Z{Z,¢, = /Bo,,
(4) Dgizzrzl ‘P1=~/Bfl’z-
Ou encore

DI (Dy @y +Z{ Z,0,) = (1+/B) o,
D3 (Dy9,+27 Z101) = (1++/B) o,

qui s’écrit également, aprés multiplication des deux membres par
1/2 = 1fcard Q :

gp_lzw-ztp:(ug/a)cp_

Ce qui n’est autre que la relation (1), ol 3 = (1 + /B)/2.

Ainsi, les valeurs propres issues des trois analyses sont respectivement
l) 1-2: (2 ?V = 1)2‘

On peut faire ici deux remarques :

Remarque 1 : dans I'analyse du grand tableau disjonctif Z, les points
représentant les diverses modalités de réponses aux deux questions sont des
¢léments d’un méme ensemble (I'ensemble des colonnes de Z). Alors que
dans I’analyse du tableau de contingence ZTZ,, ils se scindent en points
lignes et en points colonnes. Le fait que les typologies obtenues dans I'espace
des premiers facteurs soient identiques (4 une dilatation prés due au fait
que les valeurs propres ne sont pas les mémes) nous prouve que la repré-
sentation simultanée des points lignes et des points colonnes en analyse
des correspondances des tableaux de contingence n’est pas qu’un artifice

graphique.

Remarque 2 : ces trois analyses, reposant sur la méme information brute,
donnent des résultats similaires, mais avec des valeurs propres différentes,
donc des taux d’inertie différents. Les relations existant entre les taux
d’inertie nous montrent que ceux-ci seront toujours beaucoup plus élevés
lors de 1’analyse du tableau de contingence Z1Z, que lors de celle du
tableau Z. D’une maniére générale, I'analyse des tableaux sous codage
disjonctif donne toujours des taux d’inertie faibles, qui donnent une idée
beaucoup trop pessimiste de la part d’information extraite.
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2.3. Généralisation au cas de plus de deux questions

Le tableau Z = (Z;, Z3, ..., Zys s Ligrag) POssede card J colonnes,
auxcuelles correspondent card J points de R=2rd §; plagons-nous dans I’espace
Reave s, Chaque sous-tableau Z, engendre une variété linéaire ¥7, & card J,
dimensions.

Toutes ces variétés linéaires ont au moins en commun la premiére bis-
sectrice. Le rang du tableau Z est donc au plus égal & card J — (card @ — 1),

Scit ¢, le tableau (a card J, lignes et une colonne) des composantes
d’un point (ou vecteur) .#, de ¥, dans la base définie par les colonnes
de Z,.

Le carré de la distance de ce point .4, a I’origine, selon la norme eucli-
dienne usuelle n’est autre que

‘Pff ZqTZE‘Pq = ‘pg Dy o,

L'analyse des correspondances du tableau de contingence croisant deux
questions ¢ et ¢’ revient & étudier les positions respectives des variétés
¥, et ¥y En effet, dans R4S, les opérateurs-projections sur ¥, et ¥,
correspondent (relativement aux bases précitées) aux matrices

ZZTZ) ' ZI(=Z, D' 2]) ot Zy(Z{Z,) ' Z{(=Z,D3'Z]),
Les relations de transition (3) et (4) (ot ¢ = 1, ¢' = 2) expriment que les
points .#, et .4, sont projections 1’'un de 1’autre. Il revient au méme de

chercher deux points .#, et .#, tels que leur moyenne des carrés des dis-
tances a 1’origine soit constante.

(5) @ D,9,+ 9y Dy, =2 cardS

et tels que la distance & ’origine du point .# = .#, + .4, soit maximale.

(6) ”"ﬁ ”2 o (PE Dq{pq*}'(P:: Da'tpa""z@gzqzq’mq"
1
(7) ||-#]|* =2cards(1+[mcp§"z§zq.%,]).

Remarque : le maximum de || ||*> s’obtient d’ailleurs (et ceci ne sera
valable que pour deux questions) pour @7 D, ¢, = @7 D, ¢ .. L'expression
entrs crochets dans le membre de droite de la relation (7) n’est autre que
le cosinus de I’angle des vecteurs (L# ,, 4 z)-

Posé sous cette derniére forme, le probléme se généralise aisément au
cas de plus de deux questions.

Si Q15 P2, wos Pearap d€signent respectivement les vecteurs des compo-
santzs de card Q points &y, M2s s Mearap dans les bases Z,, Z, ..,
Z i AVEC M =M1+ M2 oot Megrag OO cherchera 4 rendre maxi-

L
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male la quantité
14 ]*=2{0/Z{ Z, 0, | 4 Q, ¢’ @}
avec la contrainte
2{p; D,¢,|ge Q} = card Q.cards.

Si ¢ désigne le vecteur A card J composantes tel que

0" =(91, 92, .- Paag)  (ou encore ¢ =@ {o,[ge Q)

le probléme revient a rendre maximal oT B avec ¢T Do = 1.

Les facteurs ¢ cherchés sont donc les vecteurs propres de D~! Brelatifs
aux plus grandes valeurs propres, qui sont proportionnels 4 ceux issus de
I’analyse des correspondances du tableau Z (qui coincident de plus, & une
normalisation prés, avec ceux issus de 1’analyse du tableau B considéré
lui-méme comme un tableau de données).

Ainsi, Ianalyse des correspondances du tableau disjonctif Z, par un
programme classique, peut nous fournir les résultats escomptés. Cependant,
ceci n’est possible que pour des tableaux de dimensions modestes, car les
calculs deviennent vite trés cofiteux. Avec par exemple trente variables
ayant chacune une dizaine de modalités de réponses, on est conduit 4 diago-
naliser une matrice 300 300. La structure particulié¢re du tableau permet
en fait d’utiliser des procédures de calcul qui permettent d’éliminer certains
obstacles techniques et de diminuer de fagon parfois considérable les coiits
(cf. quatriéme partie).

2.4. Propriétés des analyses multiples

Les facteurs ¢ issus de ’analyse du tableau Z vérifient 1'équation

1
card Q

(8) D™'Bg =g

en faisant apparaitre les composantes ¢, de ¢ relatives a la question g et
Ies blocs des tableaux D et B, cette équation s’écrit :

——%{D;'.Z Z, 0, | e Q} = Ao,
card Q

a) Le centre de gravité dusous-nuage de card J, points dont les coordonnées
dans R**r4% sont les colonnes du tableau zZ, D ! décrivant les profils des
réponses 4 la question g est le méme que le centre de gravité général du nuage,
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Il s’ensuit que les composantes de ¢ relatives 4 une question particuliére ¢
sont également centrées. (Chaque point-modalité j est muni d’une masse
égale a d,;/card Q.card S, ol d;; est le terme générique de la matrice D.)

b) La somme des valeurs propres non Lriviales vaut, d’aprés la relation (8) :
card J/card O — 1.

(La trace sera donc égale & 1 dans le cas des questions & deux modalités,
pour lesquelles card J = 2 card Q.)

¢) Le carré de distance au centre de gravité d’un point-modalité j(j e J)
de Reard S g’écrit :

d*(0, j) = = {cardS.(Z;/d;;—1/cardS) * | ieS }
soit, compte tenu de la relation : ¥ {Z,|ie S} = d;; -
d*(0, j) = card S(1/d;;—1[card S).

La contribution A I'inertic totale de la modalité j vaut donc

c¢(j) e __d%(0,j) = LN _dii__)_
card Qcard S card O card S

La contribution de la question ¢ 4 I’inertie totale vaut

(card J,—1).

Clg)=zZ{c(]|jel,} =

On vérifie que

card 0

2{C(q)|ge Q} = cardJ/card Q1.

La forme de ¢(j) nous prouve que la contribution d’une modalité est
d’aatant plus forte que I’effectif correspondant est plus faible, sans toutefois
pouvoir dépasser 1/card Q.

d) Réduction des dimensions du tableau d diagonaliser.

Dans ’espace RewdS, les points représentatifs des card J modalités ont
pour coordonnées les colonnes de Zh~t i

Nous avons vu que le rang de Z (doncde ZD~1) est au plus
égal 4 card J — card Q + 1 ; la variété linéaire engendrée par les colonnes
de ZD ! contient la premiére bissectrice. Comme le nuage est dans I"hyper-
plan D~ orthogonal 4 la premicre bissectrice, le nombre de valeurs propres
nulles lors de I’analyse du nuage par rapport a son centre de gravité sera
de Card Q.

En faisant choix d'une base dans le support du nuage, on se rame-
nela donc a la diagonalisation d’une matrice symétrique d’ordre
(Card J — Card Q) x(Card J — Card 0).
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¢) Cuas particulier : questions @ deux modalités.

Dans ce cas, bien que la réduction précédente puisse s’appliquer sans
erte notable de temps, on obtient directement la matrice & diagonaliser,
symétrique, qui n’est autre que la matrice des corrélations entre variables,
celles-ci n’étant représentées que par une seule de leurs modalités —
(Card J — Card Q = 1 /2 Card J).
Explicitons la relation (8) ci-dessus, ou, rappelons-le, D désigne la matrice
diagonale ayant les mémes €léments diagonaux que B.

1 by i
1 E S = rm'.
(8 E”S) card Q jed bﬂ ¥ i

L’ensemble J des questions va maintenant étre partitionné en deux sous-

ensembles de mémes cardinalités J! et J2 formés respectivement des premiéres
et des deuxiémes modalités de chacune des card Q questions.

J=J'0J* (U= {j} it} ised s irelt qe Q).
Notons les relations, pour toutg e Q

{ bijy+ bijz = by
bjyjytbjz;="CardS, by 1.9, =—bj;0u

Il suffit donc de restreindre la sommation de la relation (8 bis) au seul
ensemble J', dont I'élément courant sera désormais noté ; :

1 E{(b”q}j_(bﬁ_bij)b}j‘p_f jed 1}:1(‘0{
card Q b (card S—b;;)

Ce qui peut s’écrire :

Hjert L =X
Card Q (card S—b,)) by * g } Y

Calculons les moments empiriques centrés du second ordre des card Q
variables caractérisées par leurs premiéres modalités.

cov (i, j) = : (b,-prb”-),

card S cardS
1 b2
yaril) =— by 24 )
card S ( 2 card S
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L: terme général de la matrice des corrélations des card Q variables
s’écrit
CardS.b;;—b; by,
[(Card S —bj;) b;;(Card S—by) by]*"*

cor(i, j) =

Il est clair que si (¢. A) est la solution de 1’équation (9) alors (\, A') est
la solution de

z{cor(i, NV |jed, } =NV,

avec
by
A = A.card Q.

f) Cas o I’analyse d'une correspondance multiple se raméne a celle d’une
cerrespondance binaire

Le cas d’une correspondance binaire s’est révélé étre particuliérement
intéressant du point de vue des calculs & mettre en ceuvre, car I’analyse du
tableau de BURT d'ordre (Card JxCard J) €quivalait a |’analyse des
correspondances du tableau de contingence croisant les modalités des deux
questions, ce qui conduit a diagonaliser une matrice d’ordre Inf (card J,,
card J,).

C: résultat peut étre généralisé de diverses fagons sous certaines condi-
tions [2].

Nous retiendrons la propriété suivante, utile pour les applications :

— si 'ensemble Q des questions est partitionné en deux sous-ensembles
0, et O, a 'intérieur desquels les questions sont indépendantes, 1’analyse
des card Q questions se réduit 4 celle d’'une correspondance binaire, et
done 4 la diagonalisation d’une matrice d’ordre Inf (card J!, card J2),
o Ji={J |qe0;}

(Nous dirons ici que deux questions g et ¢' sont indépendantes si le
tableau ZTZ  est égal & l/card S.d, ® d., ol les vecteurs d, et d,. ont
respactivement pour composantes les éléments diagonaux de ZTZ et
Z1Z,,, qui sont également les éléments diagonaux de D, et D . de par la
définition de ces deux matrices ; en notation matricielle d, ® d,» = d,.d1.)

Ecrivons de nouveau la relation (8) en partitionnant ¢ en deux blocs
9o, 2t P, (0, = ® {0, | g€ Q;}) etles matrices B et D en quatre blocs,
de ficon a faire apparaitre la dichotomie de Q0 = Q, U 0, :

B B D 0
B s 11 12], D = [ 1 ].
I:Bn B,, 0 D,
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D’ol les deux relations :

1 o o
Sard Q(Dl : By19g,+ Dy ; By, 0p,)= A9,
e Q(DE ' By10g,+ D3 ' B;,05,) = Mg,

Remarquons que les card O, (resp. card @,) blocs diagonaux de
Dyl By, (resp. D;! B,,) sont des matrices unités dont les ordres cor-
respondent aux cardinaux de chacune des questions :

(90, 9'€ Qi q =q‘=>DG-'_IZ:ZE=I=ardq' EE{I: 2})

On a d’autre part, pour ie { 1,2} :
1
card §

qEQi! qiEqu__ﬁq::Dq—lzqrzq’= Dq_ldq'd:".

En désignant par ( 1 4ray) un vecteur dont les card ¢ composantes valent 1,

. 1
Dq IZETZE, = m.(lcardq).d‘;-

Les relations df ¢, = 0 impliquent finalement que, pour i 11273 :
D;'B; Po; = Qg
Le systéme ci-dessus s’écrit alors :
Di" By;9q, = (hcard 0—1) g,,.
D;!' By19p, = (Acard 0-1 gy,
D’oli par substitution :
D" By D{ ' By, ¢q, = (Acard Q— 1)*@g,-

Ainsi, @, est obtenu par diagonalisation d’une matrice d’ordre (card Q,).
On en déduit facilement 0p,-

Nous avons en fait implicitement supposé que card Q; = card Q,, en
choisissant de calculer Pg, avant @, .

Remarquons que B, , est obtenu par juxtaposition des tableaux de contin-
gence (') croisant ’ensemble des modalités des questions du premier groupe

(1) Sur I’étude de tableaux constitués par juxtaposition de plusieurs tableaux de contin-
gence, on pourra consulter les travaux de A. LECLERC [15].
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et celles relatives au second groupe. Les marges du tableau By, sont les
éléments diagonaux de card Q,. D, et card @, . D,.

Les facteurs issus de I’analyse du tableau B,, vérifient la relation

1
card Q, card @,

D3 "By D17 Byp U = .

I's sont donc proportionnels aux facteurs trouvés précédemment.

Pemarque : 1’analyse des correspondances binaires peut évidemment se
généraliser de plusieurs fagons. Celle que nous examinons ici, dont on peut
faire remonter le principe a C. BURT [4] est une simple extension du domaine
d’application de 1'analyse binaire. Les calculs mis en jeu sont relativement
simples, les régles d’interprétation des représentations sont claires. D’autres
typss d’extensions ont été proposés par J.P. BENZECRI (1964) dans son
cours a la Faculté des sciences de Rennes, par B. ESCOFFIER-CORDIER
(1955) [7], et plus récemment par M. MASSON [16] qui s'appuie notamment
sur les travaux de J. D. CARROLL [5], P. HORST [10] et J. R. KETTEN-
RING [11].

3, APPLICATION AU DEPOUILLEMENT D’ENQUETE

Ce paragraphe comprend trois parties. Nous allons tout d’abord montrer
coriment I’analyse des correspondances multiples permet de dresser une
grille socio-administrative préte a recevoir des informations relatives a
certains thémes de ’enquéte, en nous appuyant sur un exemple. Puis, nous
rappellerons comment la technique de projection de variables illustratives
s'aoparente 4 la théorie de la régression multiple, et nous montrerons
comment elle permet de sélectionner certains tableaux. Enfin, nous donne-
rors un exemple d’illustration de la grille, et de sélection de tableaux.
Bien entendu, dans le cadre de cet article méthodologique, nous raisonnerons
en dimensions réduites (pour des raisons d’encombrement graphique, en
patticulier) ; la technique ne prend tout son sens que dans le cas d’une
application & grande échelle.

3.1. Un exemple de grille socio-administrative

Nous prendrons I’exemple de I’enquéte C.N.A.F.-C.R.E.D.O.C. [18]
réalisée en France en 1971 auprés de 2003 familles dont le chef ou son
conjoint sont salariés. Le plan de sondage assez particulier prévoyait une
sur-représentation des familles nombreuses, des femmes exergant une acti-
vité rémunérée, et prenait également en compte 1’dge de ’ainé des enfants
et certaines caractéristiques de la commune de résidence.
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La figure 1 ci-aprés résume la premiére phase du dépouillement : I'établis-
sement d'une grille (ou [d’une carte) socio-administrative. Nous nous
limitons a deux facteurs ici puur insister sur la partie de I'opération qui peut
atre visualisée. Mais la partie automatique du traitement, notamment la
qélection des var iables illustratives les plus importantes, peut évidemment
s faire dans l'espace des k facteurs jugés significatifs aprés une procédure

de simulation.

La figure 1 nous donne une typologie plane de 98 modalités de réponses
relatives & 11 variables principales :

— profession du pére,

— profession de la mére,

— salaire du pére,

— salaire de la mére (lorsqu’il existe),

— #ge du pére,

— Aage de la mére,

— nombre d’enfants,

— catégorie de communes,

— profession des ascendants paternels et maternels (deux variables),

— activité de la meére,

I1 est clair qu’il existe une part d’arbitraire dans le choix des variables
destinées 4 construire la grille ; il est d’ailleurs possible, si le questionnaire
3’y préte, d’envisager 1’élaboration de plusieurs types de grilles privilégiant
chacune certains aspects des caractéristiques des familles. Il est cependant
souhaitable d’obtenir une configuration qui soit la plus stable possible ;
dans 'exemple que nous présentons, la grille n’a pas été modifiée de fagon
notable par la suppression d’un tiers de I’échaantillon. De plus, malgré la
stratification extrémement déformante de I’échantillon, le plan des deux
premiers facteurs est sensiblement le méme, que 1’analyse soit faite sur les
données brutes ou sur les données redressées. Cette stabilité n’est pas trés
surprenante, car cette typologie décrit des associations et non des niveaux,
qui, eux, sont trés sensibles aux systémes de pondérations. Non seulement
les moments d’ordre 2 qui décrivent les associations sont beaucoup plus
indépendants des systémes de pondération que les moments d’ordre 1,
mais de plus, le sous-espace engendré par les premiéres directions propres
des matrices de moments d’ordre 2 est lui-méme assez stable vis-a-vis des
éventuelles fluctations de ces moments.

Interprétation générale de la figure 1

Certaines des variables analysées ont des modalités ordonnées de facon
naturelle (par exemple, la variable « dge de la mére » comprend huit moda-
lités ; si ’on cxcepte la modalité « non-réponse, sans objet », il existe un
ordre naturel des différentes classes d’age). Sur le graphique, ces modalités
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ordonnées sont jointes par un trait, afin de permettre de suivre facilement
I’évolution du phénoméne continu sous-jacent.

Les variables encadrées n’ont pas participé a I’analyse. Pour I'interpré-
tation de leur position, on se reportera au paragraphe 3.3.

Cet éparpillement de variables, apparemment assez confus, s’ordonne
en réalité autour de deux grands thémes : I’dge de la famille et son statut
social.

Suivons en effet les diverses classes d’age du pére, depuis le haut droit du
graphique jusqu’au bas gauche, suivant une diagonale assez rectiligne : le
long de cet axe, on trouve également les classes d'dge croissantes de la mére,
moins dispersées toutefois que celles de leur mari ; on trouve également le
nombre d’enfants croissant progressivement, avec un léger infléchissement
sur le droite, correspondant au fait que les familles les plus nombreuses se
trouvent surtout dans les milieux modestes ; on trouve également, le long
de ce méme axe, les différentes classes d’4ge de 1’ainé des enfants, également
rangées par ordre croissant dans la méme direction.

Assez perpendiculairement a cette direction se trouvent les lignes brisées
joignant les différentes classes de salaire du pére et de celui de la mére
lorsqu’elle travaille. Ces deux lignes brisées sont repli€es a leurs extrémités,
et toarnent leur concavité vers le haut. Les extrémités correspondent aux
statuts sociaux précisément les plus extrémes, ce repliement vers le haut
nous montre que ce sont les familles plut6t dgées qui occupent les situations
sociales les plus divergentes : aisance ou dénuement.

Le long de ces lignes brisées, les catégories socio-professionnelles du pére
et de la mére viennent illustrer et confirmer ce trajet le long de I’échelle
sociale : aux manceuvres, gens de maison et ouvriers de diverses catégories
4 droite, s’opposent sur la gauche les professions libérales et les cadres
supérieurs.

3.2. Régression visnalisée et variables illustratives

Sur la figure 1, auraient également pu figurer les 2 003 familles (qui sont
les liznes du tableau Z analysé). Avec ce type de codage, les relations dites
de transition ont une interprétation simple : une famille est caractérisée
par :1 réponses ; pour obtenir sa position, il suffit de prendre le centre de
gravité des 11 points-réponses correspondants sur la figure 1, dont on dila-
tera les coordonnées (en faisant agir les coefficients « 1/, /A » relatifs &
chaque axe).

De facon analogue, projeter les réponses a une question supplémentaire
revient 4 calculer les centres de gravité des familles concernées par chacune
des réponses, et A effectuer sur ces centres la dilatation précédente.

Il est clair que cette procédure est apparentée a la régression multiple
dont elle constitue une variante descriptive. On peut en effet considérer
les réponses aux variables socio-administratives comme des variables
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exogenes, engendrant une certaine‘variété linéaire. Toutefois, au lieu de
projeter les réponses supplémentaires (variables endogénes) directement
sur cette variété, on commencera par ajuster celle-ci par un sous-espace
de plus faible dimension (deux pour la figure 1). De plus, au lieu de nous
intéresser aux coefficients de régression (coordonnées des projections dans
la basc des variables socio-administratives), on observe simplement les
positions relatives des différentes réponses.

La figure 1 constitue donc une trame préte 3 accueillir différents tissages
selon les thémes de 'enquéte.

Précisons que, du point de vue des calculs, il est beaucoup moins onéreux
de projeter les modalités de réponse & une question supplémentaire que de
croiser cette question avec I’ensemble des variables socio-administratives,
De plus, la lecture du graphique est beaucoup plus aisée et sugggestive que
celle des onze tableaux croisés correspondants.

Enfin, il n’est pas nécessaire d’observer toutes les réponses illustratives,
car celles-ci peuvent en effet étre trés nombreuses (plusieurs milliers dans le
cas de I’enquéte citée). 11 est en effet possible de sélectionner automatique-
ment celles qui occupent les positions les plus significatives (sur les k premiers
facteurs par exemple).

Supposons qu’une réponse concerne # familles. L hypothése nulle sera
n points sont pris au hasard parmi les 2 0003 points repérés par leurs coor-
données dans 1’espace des k premiers facteurs. Il est facile. dans ces condi-
tions, de construire des seuils de signification pour la distance de la réponse
supplémentaire a origine. On peut alors, soit retenir les réponses corres-
pondant 3 un certain seuil de signification, soit classer ces réponses par
ordre de signification croissante.

Bien entendu, ce filtrage automatique étant assez peu colteux, il est
possible de croiser les questions supplémentaires, ce qui permet de détecter
certains types d’interactions.

Une extension de la notion de « contribution absolue »

La variance de I'abscisse f; d’une réponse supplémentaire sur un axe
factoriel relatif & la valeur propre A est : 1/n;, si n, est1’effectif concerné par
la réponse : en effet, la variance de la population est A, et la variance de la
moyenne de n; individus pris au hasard est donc A/n;, Comme I’abscisse
sur I’axe est obtenue en multipliant la moyenne par lf\/i, on trouve bien

le résultat annoncé.

Ainsi, les quantités f; /n, sont, dans I’hypothése nulle, des réalisations
de variables aléatoires ayant méme variance, et sont donc comparables
entre elles du point de vue de leur signification. Ces mémes quantités cal-
culées pour les variables ayant participé & 1’analyse sont proportionnelles
aux racines carrées des classiques contributions absolues. Ce sont elles qui
nous permettront de classer et de sélectionner les variables illustratives.
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3.3. Un exemple d’illustration de la grille

Sur la figure 1, sont mises en évidence les positions des individus apparte-
nant & des associations, appartenance mesurant ici le degré d’insertion
sociale de la famille (variables encadrées). 1l s’agit de variables illustratives,
projetées aprés réalisation de la trame sous-jacente. Comme on le voit, &
’exception des associations syndicales, d’usagers et politiques, l’apparte-
nance aux divers autres groupes ne semble pas indépendante du statut social
tel :que celui-ci est décrit par le premier facteur. Le test précédent nous
montre que les positions de ces derniers groupes sont toutes significatives
d’une répartition non aléatoire dans le plan.

Ainsi, pour prendre un exemple, les associations culturelles concernent
118 familles. Lécart-type de I’abscisse du point représentatif est donc de
’ordre de 0,09, alors que 1’abscisse du point observé est de — 0,70 ; celui-
ci est done A plus de sept écarts-types de 1’origine qui est la moyenne théo-
rique.

La figure 1 nous suggére alors de prendre comme variable explicative
(explication au sens statistique) le salaire du pére, qui sera par exemple
divisé en deux classes, compte tenu des faibles effectifs correspondant a
certaines associations. On obtient ainsi le tableau suivant (qui ne concerne
que Izs familles dont le pére est salarié, et dont le salaire a effectivement
été déclaré) :

TABLEAU 1
Appartenance 3 des associations selon le salaire du pére
1 Salaire annuel Salaire annuel
Pourcentage (1) gadhérents du pere du pére
< 30000 F. 230000 F.
Association familiale 4.3 7.9
Association parents d’éleves 28.8 51.1
Association syndicale 18.3 18.3
Association de bienfaisance 34 8.1
Association politique 2.8 3.7
Association confessionnelle 5.0 13.
Asspciation culturelle 5.8 31—
Effectif de 1’é6chantillon 1306 255 )
(1) Pourcentage, aprés redressement, des familles ol le pére ou la mére appaﬂienneﬁt a
ine association.

4. MISE EN (EUVRE PRATIQUE DES METHODES

Ce paragraphe comprend deux parties : dans une premiére partie, nous
examinerons les problémes posés par la préparation des données, ainsi que
la coatribution de la méthode elle-méme a la détection des erreurs ou ano-
malies. Dans la seconde partie, nous passerons briévement en revue les
procédures spécifiques de calcul impliquées par cette méthode.
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4.1. Préparation et contrdle des données

Si les données de base se présentent déja sous la forme de variables
divisées en classes, le codage ne pose aucun probléme particulier : sila
variable g posséde card J, modalités, celles-ci seront repérées par un entier
variant de 1 a card J,. Comme nous I’avons signalé, les programmes de
calcul travaillent directement sur ce type de codage, sans nécessiter de
transformation en codage disjonctif. Cette transformation se fait de facon
implicite 4 1'intérieur du programme, avec une grande économie d’opéra-
tions. Les classes d’effectifs faibles (de fagon empirique, on appellera faible
un effectif inférieur a 10), devront cependant, soit étre agrégées a une classe,
soit tre réparties aléatoirement ou systématiquement dans les autres classes :
la distance impliquée par cette analyse a en effet tendance & surpondérer
ce type de classes. Celles-ci pourront de toute fagon figurer comme élé-
ments supplémentaires sans aucune restriction concernant les effectifs.

Si les données de base comportent des variables continues, celles-ci
devront étre divisées en classes. Cette opération, qui fait en théorie perdre
de I'information brute (¢f. par exemple [17]) permet au contraire, lors d’une
analyse des correspondances, d'une part de valider a posteriori les données
(en permettant d’observer 1'éventuelle contiguité des classes voisines),
d’autre part de faire apparaitre des liaisons non linéaires. L’exemple de la
figure est & cet égard assez démonstratif. Les lignes polygonales qui décrivent
les classes de salaires et les classes d’age sont relativement réguliéres. Ceci
prouve une certaine cohérence des données, et la pertinence de la division
en classes vis-a-vis du phénomeéne étudié. De plus, alors que les lignes poly-
gonales qui décrivent les dges du pére et de la mére sont plutdt rectilignes,
celles qui décrivent les classes de salaires sont incurvées. Nous avons déja
signalé que cela correspondait au fait que les classes les plus extrémes
avaient certaines caractéristiques en commun, en particulier celle de concer-
ner essentiellement les familles les plus dgées. 11 s’agit 1a d’un phénoméne
qui aurait été indécelable sans une division en classe fines, car les salaires
auraient €té alors représentés par un seul point, et I’aspect non linéaire
de la liaison aurait été entiérement dissout par la contrainte de linéarité
imposée aux liaisons par le codage quantitatif.

Codage optimal des variables

Comment construire des limites de classes qui soient les plus naturelles
possibles, et combien de classes choisir ? Ce probléme n’est évidemment
pas purement technique, et nécessite la collaboration des praticiens
intéressés par le contenu de I’enquéte. La consultation des histogrammes
est indispensable. On pourra étre aidé dans cette opération par 1'utilisa-
tion d’un algorithme de calcul d&t & W. D. FISHER [8], qui fournit,
pour une variable donnée, toutes les partitions optimales exactes (*) en 1,

(1) 1 s’agit ici d’optimalité selon des critéres additifs sur les classes; par exemple,
minimisation de la somme des variances internes des classes.
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2, 3, ..., k classes, k étant un entier fixé & 'avance (il s’agit bicn d’optima
exacts, et non d’optima locaux). Cependant cet algorithme est assez cofiteux,
et il ne peut s’appliquer raisonnablement que sur les classes d’un histo-
gramme préalablement construit & partir des observations. (On commencera
par regrouper, pour fixer les idées, 2 000 observations en 50 classes, que 1’on
agrégera de facon optimale en tenant compte de leur poids respectif en
2, 3, ..., 10 classes.) On choisira ensuite la partition (et par conséquent le
nomtre de classes) qui semble la plus adaptée au probléme traité parmi les
neuf partitions optimales mises en évidence par 1’algorithme. Ce choix
s’appuiera sur des critéres statistiques (pouvoir explicatif) tout en intégrant
certaines informations a priori.

Détection des erreurs

La construction d’une grille telle que la figure 1 constitue un test de cohé-
rence globale, et permet donc de déceler certaines anomalies ou aberrations.
Il est de plus possible de faire apparaitre sous forme de variables illustra-
tives certaines variables techniques relatives a la construction de 1’infor-
mation (groupes de familles enquétées par la méme personne, heure de
Pinterview, etc.). Il est assez improbable que des biais systématiques puis-
sent passer inapercus dans ’espace des premiers facteurs de 'analyse, qui
rend compte des principales disparités existantes.

4.2. Caractéristiques de calcul

Il existe plusieurs types de procédures selon la taille des problémes. Les
progiammes disponibles actuellement travaillent directement sur le tableau
de codage condensé R(s, ¢). Pour les problémes de dimension moyenne
(moins de 200 modalités de réponses 4 analyser, sans limite sur le nombre
d’observations ni sur le nombre de variables illustratives), le tableau de
BURT est calculé a partir du tableau réduit R (s, ¢) figurant dans un support
mémpire auxiliaire. Le nombre d’opérations ne dépend pas du nombre de
modzlités, mais seulement du nombre de questions (¢f. [14]). La matrice a
diagcnaliser est ensuite réduite d’aprés la propriété signalée au paragraphe
2.4 d). La diagonalisation est ensuite effectuée par une procédure classique.
I.’ensemble des opérations, incluant la projection des variables illustratives,
demande trois lectures du tableau condensé R (s, g).

Dans le cas de données de trés grandes dimensions (ou dans le cas d’un
ordinateur de taille moyenne), il est préférable d’éviter la phase de calcul
de la matrice a4 diagonaliser en utilisant des algorithmes « & lecture di-
recte » [14]. Dans le cas des codages disjonctifs complets, 1’adaptation de
ces algorithmes permet de faire en sorte que I’ensemble des calculs ne dépen-
dent pratiquement que du nombre de questions, quel que soit le nombre de
modzlités de réponses de chacune d’entre elles.

11 existe alors deux types de techniques utilisables : I’agrégation préalable
ou les algorithmes de diagonalisation directe (puissance itérée décomposée
et approximation stochastique).
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Techniques procédant par agrégation préalable

Ces techniques utilisent les méthodes d’agrégation autour des centres
mobiles ([1], [6]), qui, convenablement adaptées & ce type de codage, per-
mettent de regrouper facilement les individus enquétés en un petit nombre
de classes homogénes (on regroupera par exemple 2 000 individus en 16
classes). L’analyse du tableau agrégé ne nécessite alors qu’une diagonali-
sation de matrice (16, 16), quel que soit le nombre des modalités de réponses.
Les résultats empiriques dont nous disposons sont tout a fait encourageants
Compte tenu du cofit modeste de ’opération, il est toujours possible d’ana-
lyser plusieurs tableaux agrégés de différentes facons, afin d’éprouver la
stabilité des résultats. La partition de 1’échantillon obtenue est elle-méme
intéressante a interpréter : elle synthétise en effet les card Q partitions
constituées par les questions analysées.

Techniques de diagonalisation directe ([13], [14])

Particuliérement intéressantes dans le cas des codages disjonctifs, ces
techniques permettent de traiter des données importantes sur des ordi-
nateurs de dimensions modsstes.
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