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La formule précédente demande, pourle caleul effectif de fi , I"in-
version de matrices ayant autant de lignes qu'il y a d'observations, (ma-
trices 88 X B8 pour le cas des statistiques départementales. Ces matri-
ces faisant 1'objet d'estimations assez approchées, le résultat des cal-
culs risque de n'avoir pas grand sens. [l semble donc plus efficient de re-
tenir pour B 1'estimation centrée ;

B=(@2r z'X

en tenant compte du fait que cette estimation n'est plus a dispersion mi-
nimale, et en estimant la nouvelle dispersion de B .

V@)= (2'Z)Y! Z'V(e) Z(Z Z)? (§h)

c) Estimation de [a matrice des covariances des résidus.

Si la variable endogéne X étles variables exogénes Z] e AR 5

2 Tp
sont susceptibles d'avoir été générées par un modéle stationnaire*, la va-
riable ¢ = X - Z P est également stationnaire, (la liaison entre les ob-

servations Z, et Z des variables Z, et Z  dépendantde 1, k et
de d (i, j}), sans dépendre nide i,nide j).

On peut donc supposer que la matrice des covariances du vecteur résiduel
est da type : V () = VOI iy M'l e v, Me

Pour les échantillons importants, on estimera Vares ¥, a partir des rési-

dus observés (comme précédemment, v est la variance résiduelle, v,

la covariance des deux résidus comrespondant a des sommets distants de
i sur le grapke, Mi la Matrice associé au graphe des distances «i »).

Le biais résultant de 1'utilisation de P au lieu de la vraie valeur
de P est d'autant plus réduit que la taille « n » de l'échantillon est im-
portante : (si £ désigne le vecteur de résidus observés: § = Z(B-P)+ «.

Par suite, quand n -+ e, fa tend en probabilitévers B, et £ tenden pro-
babilité vers & ) .

- - = . . -
c'est-a-dire tel que la eovariance de deux observations ne depend que de
leur distance sur le graphe.
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Sans faire intervenir les valeurs numériques des résidus on peut
estimer v, () & partir de v (X) etdes v, (Zk) a l'aide de la relation

E(é8) =EX-ZRY(X-Z @'
(Notons que les tests de significativité des coefficients de contigiiité C ()
ne s'appliquent plus rigoweusement, car dans I'hypothése oi lesrésidus
théorigues ont une matrice de covariance 0?1, les résidus observés ont
u . .
une matrice de covariance : g2 (I = — = Z (Z'Z)"* Z') , d'od une inextri-
n
cable complication de la loi de C (£) ) .
On aboutit donc & une estimation du type :
VE)=svyl+v M+ +v, M,
Par suite,enremplagant V{e) par sa valeur dans la formule (1)
V@ = @22 vl +v, M+ .ty MOZ(EZ D)
soit :
By — - -. ' Ty
(2) V@)=v, (2'2)" + v (Z'2) (Z'M, Z) (Z'ZY! + ... + v,
(Z2'Z) (Z'M_Z) (Z2'Z)!
Notons que v, (Z'Z)! n'est autre que la matrice des covariances de E
dans 1'hypothése de non contigiiité des résidus.
La formule précédente montre que si les variables exogénes sont
« non contigiies », la zone de confiance des coefficients de régression est

inchangée, quelle que soit la contigiiité des résidus.

Si les variables exogénes dépendent significativement du graphe,
les éléments de Z'M_Z ont des valeurs élevées pour les premiéres va-

leurs de k .

Le terme rectificatif est alors donné par la formule (2).
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d) Exemple d'application numérigue.

Nous nous proposons d'étudier la dépendance qui peut exister entre
un indicateur de dépenses départementales D, et le taux de population ur-
baine U d'un méme département.

D =al, +B+e,
D H 2,715
td WA vedii Y e Ve (653 #18, , BER )
U 332,715 271,839

Onadone: D =1,224U, +B+e, avec un coefficient de corrélation
p = 0,7897.

On trouve : o2 =0,01053, sans faire d'hypothése sur la liaison des ré-
sidus,

Ce qui donne approximativement la zone de confiance au seuil 0,05 :

1,02 € « £ 1,43

En fait, le coefficientde contigiiité desrésidusest C () = 0,396 ;
bien que le test de contigiiité ne s'applique plus rigoureusement puisqu'il
s'agit de résidus observés, la taille de 1'échantillon (88) et la valeur trés
faible trouvée pour C (§) (a 7 écart-types de la moyenne) nous con-
duisent & considérer que les résidus sont significativement contigus. En
ne retenant que le terme rectificatif qui fait intervenir des liaisons au ni-
veau 1 :

On trouve Ua2 = 0,01053 + 0,0083 = 0,01883 (o, = 0,137) .

La nouvelle zone de confiance estalors: 0,950  « < 1,498, pour le méme
seuil de 0,05 .

D'une maniére génerale, on notera que, comme dans le cas des sé-

ries temporelles, la précision des coefficients est souvent surestimée
lorsqu'il existe des liaisons directes.

B - Perte d"information et « pseude-taille » de I'échantillon.

Le modéle théorique le plus simple, susceptible de générer des réa-
lisations dépendantesdu graphe est le modéle « stationnaire s, of il existe
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entre deux observations un coefficient d'autocorrélation qui ne dépend que
de leur distance sur le graphe.

Ainsi, le vecteur des observations d'une variable X a pour matri-
ce des covariances :

V=w,I Fiv MJ + .. +_v.“Ml=

(les différentes observations ont méme moyenne p , et méme variance v ).
I est la matrice unité,

MM, les matrices associées aux graphes G ..., G (m €)
M,=1si dli,j)=u,m, =0 si d(i,j) # u) .

i est le vecteur dont toutes les composantes sont égales a u .

Calculons les quantités d'informations relatives aux paramétres u et
¥ w=1,....k.

La densité de probabilité du vecteur X s'écrit :

P(X) = W exp *]2- X-)yVv!(X —E]%
em® V]|

Log P(X) =r§ Log2-rr+;— Log lV'll-%tr VPX-m(X=-1))

Posons V?!=C = (C”:' »
K-T)X-m1)=Du),.

et'-;-(Lug'|Cl- w(CD))=L.

AL aL By L ac)

0“"6\«“ L1 Qe v, s ac = Bv
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‘ . oL pddddadn -} AL ;
oii la matrice a pour terme generigue —( ) el{
2 BC“ acu
diagonale :
3L cof (e )
G est telle que ak = ( -~ q )
ac” |C| Y
aL 1 (¢Df {C“)
de, 2V |C| n)
D oL I(C'l D) (V-D
onc = ] - =— -
3ac 2 )

0 A ayv-! v-i av vl vl y-1
naaussi: ——= ==V frlisiayst ) -
: dv,  dv, Bv W,

gL 1
d ; = = —tr (V- = .
onc avu 2 tr ( D)V Mu v
D'aut B (9 )
autre part : = .
B A du
+I. 2L
Calculons : g et g
Bl u?
3Vl Mu Vol _6\[-'. i eMuV'L
.'-jvu - avu ' R s Oy
= =VIM VM VI-VIi(M . VM VD
= 2V (2\-1,_. V-2
Par suite :
9L

_’dv_? = -—]2 tr (2DVi=1D) M, V-1

} sur la
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Si les observations sont indépendantes v = o*l et M =M =1,
1
1'équation = 0 redonne o2 = — Z(x - u)? etl'on a bien
Bg? 2
B%L -1
= 2n=-1) <0
Dot 2 gt B
" oL
On a de méme = il oy == (Vi
m if *
(avec u, =1 pourtout i et i) .
Par suite :
- 32L 1 L
I =E ( ) =—=u M V') oot l|.u=E(—a )=
Y By 2 2 3|.12
=+uw (Vi

LBt Iu étant les quantités d'information de Fischer, relatives aux
u

parametres '\r‘.I et u .

Dans le cas oi V=02 (I + pM), cas on la contigiité ne se manifeste
qu'au niveau (1) ,ona :

1
I = — w(d+pMiU= l?n‘(l-ph‘[-ﬁ-pz M2-pPM® +..0U
a o

m

Or, tr M®U est le nombre «c» de chemins de longueur « du graphe.

m

1
Done, 1 = =1 (h-e, pte, pz-cap:‘ il

n
Si p= 0, on retrouve la quantité connue T On constate ce qui est in-
a

tuitif, que la quantité d'information sur la moyenne, les autres paramétres
étant connus, est plus élevée si les liaisons (caractérisées par g} sont
« négatives », Elle est, en general, plus faible si les liaisons sont « posi-
tives » .
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On peut définir la pseudo-taille n de l'échantillon comme 1'effectif qui

suffirait & donner la méme information sur la moyenne, si les observations
étaient indépendantes,

n  estdonc tel que :

1
°_= I = ‘az_{n-ulp+ c2p3 ol
Seit :

n=n-3cd=tr(l+pM!U

Supposons ainsi que le graphe soit formé de doublets disjoints :
I'échantillon est donc formé de couples d'observations corrélées. Le nom-
bre de chemin de longueur k est constant et égal & n quelque soit k .

Onadoncici: n =n(l-p+pf-pl..)= !
? p+pt-¢ o+
Pour p=1, c'est-a-dire lorsque les n observations se décompo-
n
sent en e couples contenant la méme observation, onabien: n = %

Supposons au contraire que le graphe soit complet (tout couple de sommet
est relié par une aréte), Toutes les observations sont corrélées entre elles
de la méme fagon. Le calcul direct de l'inverse de V =1+ pM est im-
médiat, et 1'on trouve :

n

s e End s oy
Yl+h-Dep
Si p=1, tout se passe comme si l"onn"avait qu'une seule observation.

La pseudo-taille de I'échantillon est n =1.

Pour des E,Tﬂp]'les plus complexes, le calcul de n, =tr {(l +pM]" U}

doit &tre fait automatiquement ; dans ce cas, on peut estimer p par le
complément a1 du coefficient de contigiiité (p=1l=ec.).

Les valeurs trouvées dans le cas des statistiques départementales
(n, varie de 40 & 80 pour les variables des exemples précédents, o n=88)

doivent inciter & une grande prudence en ce qui concerne l'interprétation
des tests,
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